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ВСТУП
Матеріал  лекції є надзвичайно важливим  при аналізі економічних явищ та процесів. Граничні теореми теорії ймовірностей – це методологічна основа статистики (як математичної так і економічної). Статистичні методи і моделі базуються на законі великих чисел та центральній граничній теоремі. Без знання цього матеріалу не можливо зрозуміти суть статистичних досліджень.
Базові положення теми «Системи випадкових величин» - це основа для вивчення та застосування економетричних методів та моделей, які на даний час є одним із найпотужніших інструментів економічного дослідження та прогнозування.
 
1. Поняття про граничні теореми теорії ймовірностей.
Теорія ймовірностей охоплює питання передбачення результату того чи іншого явища або експерименту. Якщо явище є одиничним, то можна визначити ймовірність кінцевого результату в досить широких межах. Якщо явище є масовим, що виникає в подібних умовах, то при достатньо великій кількості досліджень випадкові події і випадкові величини стають майже невипадковими. Це дозволяє використовувати результати досліджень над випадковими явищами для передбачення результатів майбутніх досліджень.
Теореми, які встановлюють співвідношення між теоретичними і експериментальними характеристиками випадкових величин і випадкових подій при досить великій кількості досліджень, а також розглядають граничні закони їх розподілу, називаються граничними теоремами теорії ймовірностей. 
Граничні теореми теорії ймовірностей діляться на дві групи. Перша група теорем об’єднується назвою «Закон величин чисел» і об’єднує кілька теорем, у кожній з яких за певних умов встановлюється, що поведінка суми великої кількості випадкових величин майже втрачає випадковий характер і стає закономірною. До цієї групи відносяться теореми Чебишова та Бернуллі (є і інші теореми, але ми їх не будемо розглядати). Теорема Чебишова є загальним законом великих чисел, теорема Бернуллі – найпростішим. Для доведення цих теорем використовують нерівність Чебишова.
Друга група носить назву «Центральна гранична теорема» і об’єднує групу теорем, в яких встановлюється факт наближення закону розподілу суми випадкових величин до нормального Для доведення центральної граничної теореми використовується апарат характеристичних функцій. Граничні теореми теорії ймовірностей складають математичну основу вибіркового методу в статистиці.

2. Теорема Чебишова
Нерівність Чебишова. Якщо випадкова величина Х має обмежені mx та Dx, то для будь-якого малого числа >0 виконується наступне:
[image: ]
Нерівність Чебишова для теорії ймовірностей має два значення: практичне і теоретичне. Практичне значення нерівності Чебишова заключається в тому, що вона дає можливість оцінити ймовірність потрапляння в інтервал значень випадкової величини, якщо невідомий закон розподілу цієї величини. (часто це є дуже наближена оцінка ймовірності). Теоретичне значення цієї нерівності досить суттєве: на основі нерівності Чебишова будують доведення значної кількості граничних теорем, в тому числі і теореми Чебишова.
Теорема Чебишова. Нехай [image: ] – попарно незалежні випадкові величини з обмеженими матматичними сподіваннями [image: ] та дисперсіями [image: ], що не перевищують деяку константу С. Тоді для будь-якого малого числа >0 виконується наступне:
[image: ]
Для практичного використання теорему Чебишова можна тлумачити так: коли попарно незалежні випадкові величини мають однакове математичне сподівання і обмежені дисперсії, то для досить великих п з будь-якої точністю має місце наближена рівність
[image: https://studfiles.net/html/2706/1228/html_LPOEYT6m5Z.cHyp/img-f55bkR.jpg]
Практичне значення теореми Чебишова можна ілюструвати таким прикладом. Нехай за допомогою вимірювального приладу багато разів вимірюється значення деякої фізичної величини, причому результат  вимірювання не залежить від результатів решти. Послідовні результати вимірювань – це випадкові величини Х1, Х2,.., Хп. Вимірювання виконується без систематичних (одного знаку) похибок. Це означає, що математичні сподівання усіх випадкових величин є однаковими і дорівнюють істинному значенню шуканого виміру а, тобто M(Xi) = а(і =1, 2,...,n).
Якщо прилад дає можливість вимірювати з певною точністю, то це означає, що дисперсії результатів вимірювання є обмеженими. Отже, виконуються умови теореми Чебишова, а тому згідно з попередньою формулою маємо
[image: https://studfiles.net/html/2706/1228/html_LPOEYT6m5Z.cHyp/img-WwD0nX.jpg]
Таким чином, обчислюючи середнє арифметичне значень вимірювань, з великою ймовірністю можна вважати, що це середнє арифметичне результатів як завгодно мало відрізняється від істинного значення вимірюваної фізичної величини.
Як наслідок, з теореми Чебишова можна отримати наступне твердження.
3. Теорема Бернуллі
Теорема. Якщо в будь-якому з n незалежних випробувань подія А може мати місце з постійною ймовірністю р, то для будь-якого малого числа >0 виконується наступне:
[image: ]
де р* – частота події А.
Теорему Бернуллі  можна тлумачити так: коли виконується багато незалежних випробувань, то відносна частота появи події  мало відрізняється від імовірності p події А.У багатьох випадках на практиці число p буває невідомим. Із теореми Бернуллі випливає,  що відносну частоту появи події А при достатньо великому п можна взяти за ймовірність події. Теорема Бернуллі є найпростішою формою закону великих чисел.

4. Теорема Ляпунова (Центральна гранична терема)
Досить велике значення в прикладних питаннях має центральна гранична теорема А. М.Ляпунова. Вона визначає умови, за яких виникає нормальний закон розподілу.
Теорема А.М Ляпунова. Нехай [image: ] - попарно незалежні випадкові величини (n). Розглянемо випадкову величину [image: ]. Якщо вплив будь-якої з випадкових величин Хi на суму Y нескінченно малий, то випадкова величина Y розподілена за законом, близьким до нормального.

Таким чином, згідно з теоремою А. М. Ляпунова можна стверджувати наступне: якщо випадкові величини Х1, Х2, ..., Хп взаємно незалежні, мають один і той же закон розподілу з математичним сподіванням Мx і дисперсією Dx при необмеженому збільшенні їх числа, закон розподілу вмпадкової величини Y необмежено наближається до нормального.
В той же час, випадкові величини Х1, Х2,..., Хп можуть мати довільний розподіл імовірностей. Згідно з теоремою Муавра-Лапласа, якщо всі дискретні випадкові величини Хі однаково розподілені і приймають тільки два можливих значення 0 чи 1, то це передбачає окремий випадок центральної граничної теореми.

5. Поняття системи випадкових величини. Закон розподілу системи
Якщо результат досліду описується не однією, а декількома випадковими величинами, вони утворюють систему випадкових величин.

Означення. Системою n випадкових величин (n-вимірною випадковою величиною, або випадковим вектором) називають впорядкований набір n випадкових величин (Х1, Х2, …, Хn).

На системи випадкових величин розповсюджуються основні означення, які стосуються одновимірних випадкових величин. Але при викладенні матеріалу лекції основну увагу зосередимо на системі двох випадкових величин, яку позначимо через (X,Y). Кожну з величин X і Y назвемо компонентами або складовими системи.

Означення. Якщо компонентами системи (X,Y) є дискретні випадкові величинами, то систему називають дискретною, якщо – неперервні, то систему називають неперервною.
Як і в одновимірному випадку, система n випадкових величин (Х1, Х2, …, Хn) повністю задається законом розподілу ймовірностей.

Означення. Законом  розподілу системи n випадкових величин називають перелік можливих значень системи  та відповідних їм імовірностей

Закон розподілу системи двох дискретних випадкових величин має  найпростішу форму і задається у табличній формі:
[image: http://yukhym.com/images/stories/Imov/Im15_01.gif]

Означення. Функцією розподілу ймовірностей двовимірної випадкової величини (X,Y) (дискретної або неперервної) називають функцію F(x,y), яка для кожної пари чисел (x,y) визначає:
[image: ]
Властивості функції розподілу F(x,y) аналогічні властивостям одновимірної випадкової величини:
1. [image: ].
2. F(x,y)- неспадна функція за кожним з аргументів.
3. [image: ].
Геометричне тлумачення F(x,y)
[image: ]

Означення. Щільністю розподілу ймовірностей двовимірної неперервної випадкової величини називають другу мішану похідну від функції розподілу F(x,y):
[image: ].
Геометрично цю функцію можна тлумачити як поверхню, яку називають поверхнею розподілу.
Властивості щільністі розподілу ймовірностей
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
6. Умовні закони розподілу складових системи двох випадкових величин
Дискретна система випадкових величин
Означення. Умовним розподілом компоненти Х при Y = yj  називають  сукупність умовних ймовірностей [image: ] в припущенні, що Y=yj. Аналогічно визначається умовний розподіл компоненти Y при Х = xi.
За законом розподілу дискретної системи (X,Y) можна скласти умовні закони  розподілу компонент Х та Y:
[image: ],
[image: ].
Неперервна система випадкових величин
Означення. Умовною щільністю f1(x/y) розподілу компоненти Х при значенні Y=y називають відношення щільності сумісного розподілу f1(x,y) системи (Х, Y) до щільності f2(y) компоненти Y. Аналогічно визначається умовна щільність f2(y/x) компоненти Y при значенні Х=x:
[image: ],
[image: ].

7. Числові характеристики системи двох випадкових величин
Для системи двох випадкових величин найважливішими числовими характеристиками є математичне сподівання, дисперсія і середнє квадратичне відхилення кожної із складових.
Для дискретних систем:
- математичні сподівання складових: 
[image: Математичне сподівання][image: Математичне сподівання]
- дисперсії та середнє квадратичні відхилення складових:
[image: дисперсія][image: http://yukhym.com/images/stories/Imov/Im15_056.gif][image: http://yukhym.com/images/stories/Imov/Im15_057.gif]
[image: дисперсія][image: http://yukhym.com/images/stories/Imov/Im15_059.gif][image: http://yukhym.com/images/stories/Imov/Im15_060.gif]

Для неперервних систем:
- математичні сподівання складових: 
[image: ][image: ]
- дисперсії та середнє квадратичні відхилення складових:
[image: ]
[image: http://yukhym.com/images/stories/Imov/Im15_057.gif]
[image: ]
[image: http://yukhym.com/images/stories/Imov/Im15_060.gif]
Сукупність математичних сподівань є характеристикою положення системи. Геометрично – це координати точки на площині, навколо якої відбувається розсіювання значень системи. Сукупність дисперсій (середньо квадратичних відхилень) є характеристикою міри розсіювання значень системи відносно її математичного сподівання.
Під час вивчення системи двох і більше випадкових величин доводиться з'ясовувати наявність зв'язку між цими величинами та його характер. Розглянемо характеристики системи, які визначають міру (тісноту) лінійної залежності її складових. До таких характеристик відносяться кореляційний момент і коефіцієнт кореляції.
Означення. Кореляційним моментом µxy випадкових величин  Х і Y називають математичне сподівання добутку відхилень цих величин від своїх математичних сподівань:
[image: ]
Кореляційний момент двох дискретних випадкових величин обчислюється за формулою: 
[image: ], 
двох неперервних випадкових величин – за формулою:
[image: ].
Кореляційний момент має такі властивості:
1) µxy= µyx – властивість симетричності;
2) µxy= 0, якщо Х  і  Y – незалежні величини;
3) [image: ].
Кореляційний момент має розмірність, яка дорівнює добутку розмірностей випадкових величин Х  і Y. Тому введемо ще одну числову характеристику, яка не має розмірності – коефіцієнт кореляції:
[image: ].
Якщо коефіцієнт кореляції не дорівнює нулю, то випадкові величини називають корельованими. В протидежному випадку – некорельованими.
Для незалежних випадкових величин і коефіцієнт кореляції дорівнює нулю. Проте, ця умова необхідна, але недостатня для незалежності випадкових величин. Існують залежні випадкові величини, для яких коефіцієнт кореляції дорівнює нулю.
Значення коефіцієнта кореляції лежить у межах: –1 ≤rxy ≤ 1
і характеризує ступінь тісноти лінійної залежності між величинами:

[image: ]

Поняття функції регресії
Означення. Умовним математичним сподіванням дискретної випадкової величини Y при Х=xi називають добуток можливих значень компоненти Y на їх умовні ймовірності:
[image: ].
Означення. Умовне математичне сподівання [image: ] є функція від x:
[image: ],
яку називають функцією регресії Y на Х.
Аналогічні формули для умовного математичного сподівання компоненти Х при Y=yj.
Для неперервних величин умовні математичні сподівання (функції регресії) мають вид:
[image: ]
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